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$\zeta$_{A}(k_{1}, \displaystyle \ldots, k_{r}):=(\sum_{0<n1<\cdots<n_{r}<\mathrm{p}}\frac{1}{n_{1}^{k_{1}}n_{2}^{k_{2}}\cdots n_{r}^{k_{r}}}\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} p)_{p}\in A
ここで k_{1} , . . . , k_{r} は正の整数である.また \displaystyle \mathcal{A}:=(\prod_{p}\mathbb{Z}/p\mathbb{Z})/(\oplus_{\mathrm{P}}\mathbb{Z}/p\mathbb{Z}) であり, p は有理素数全て
を渡る.以下 \mathcal{A} の元は ()_{p} と modp を省略し (ap \mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} p)_{p} を a_{p} などと書く.現在では有限多重ゼー‐ タ
値に関する様々な結果が知られている (例えば[M], [Oy], [SS], [SW1], [SW2])
鎌野は [K] において,Mordel‐Tornheim 多重ゼータ値の有限類似である有限 Mordell‐Tornheim 多
重ゼータ値
$\zeta$_{A}^{MT} ( k\mathrm{l} , . . . , k_{r};k_{r+1} ) :=m,\displaystyle \ldots,m_{f}>0\sum_{1}\frac{1}{m_{1}^{k_{1}}m_{2}^{k_{2}}\cdots m_{r^{r}}^{k}(m_{1}+\cdots+m_{r})^{k_{r+1}}}\in A
m_{1}+\cdots+m_{r}.<p
を導入した.ここで k_{1} , \cdots ,  k_{r+1} は全て正の整数である.鎌野は有限 Mordel‐Tornheim多重ゼータ値
の有限多重ゼータ値の一次結合による明示的な表示をHoffman代数の言葉を用いて与え [\mathrm{K} , Th rem






















定義2.1. 以下の3つ組 (T, \mathrm{r}\mathrm{t}_{T}, V_{\bullet}) を2色根付き木と呼ぶ.
(i) T=(V, E) は木であり, \# V(=\# E+1) は有限である.
(ii) \mathrm{r}\mathrm{t}_{T}\in V は T の頂点である. \mathrm{r}\mathrm{t}_{\mathrm{T}} を T の根と呼ぶ.
(iii) V_{\bullet} は V の部分集合で,次数が1である T の点 (端点) をすべて含む. V_{\mathrm{o}}:=V\backslash V_{\bullet} とおく.
以下では2色根付き木 (T, \mathrm{r}\mathrm{t}_{T}, V_{\bullet}) , T の辺 e 及び (m_{v})\in \mathbb{Z}_{\geq 1}^{V} に対し
L_{e}(\displaystyle \mathrm{r}\mathrm{t}_{T}, (m_{v})):=\sum_{v\in V_{\bullet}\mathrm{s}.\mathrm{t}.e\in P(\mathrm{r}\mathrm{t}_{T},v)}m_{v}
とおく.ここで P(\mathrm{r}\mathrm{t}_{T}, v) は \mathrm{r}\mathrm{t}_{T} から v への道である.つまり \mathrm{r}\mathrm{t}_{T} から e を通って到達しうる砿の元を
添え字に持つような m_{v} たちの総和が L_{e}(\mathrm{r}\mathrm{t}_{T} , (mv) ) である.
定義2.2. 2色根付き木 X=(T, \mathrm{r}\mathrm{t}_{T}, V.) と写像 k:E\rightarrow \mathbb{Z}\geq 0 に対し, \mathcal{A} の元
$\zeta$_{A}(X, k):=\displaystyle \sum_{\mathrm{i}(m_{v})\in \mathrm{Z}_{\geq}^{ $\gamma$}\mathrm{s}.\mathrm{t} ,$\Sigma$_{v\in V}m_{v}=p}.\prod_{e\in E}L_{e}(\mathrm{r}\mathrm{t}_{T}, (m_{v}))^{-k(e)}
を X に付随する有限多重ゼータ値と呼ぶ.また k を X 上の指数と呼ぶ.
例2.3. 2色根付き木 X=(T, \mathrm{r}\mathrm{t}_{T}, V_{\bullet}) に対し, \mathrm{r}\mathrm{t}_{T} が込の元ならば \blacksquare で,  V_{\mathrm{o}} の元ならば口で表す. \mathrm{r}\mathrm{t}_{T}
以外の琉または V_{\mathrm{o}} の元をそれぞれ.及び \circ で表す.




ここでki :=k(e_{i}) は正で, e_{i}\in E, \mathrm{r}\mathrm{t}_{T}=v_{r+1} とする. m_{i}:=m_{v_{i}}(1\leq i\leq r+1) とおくと,
L_{e_{i}}(\mathrm{r}\mathrm{t} $\tau$, (mv))=m_{1}+\cdots+m_{i}(1\leq i\leq r) となる.したがって
$\zeta$_{A}(X,k)=..\displaystyle \sum_{m_{r+1}m_{1}=p}(m_{1}+\cdots+m_{r})^{-k_{r}}\cdots(m_{1}+m_{2})^{-k_{2}}m_{1}^{-k_{1}}m1\dotplus\ldots\cdot\dotplus^{m_{ $\tau$+1}\geq 1}
=. \displaystyle \sum_{m_{1},m\mathrm{i}+\cdots\dotplus_{m_{r}^{r}\leq p-1}^{m\geq 1}}\frac{1}{m_{1}^{k_{1}}(m_{1}+m_{2})^{k_{2}}\cdots(m_{1}+\cdots+m_{r})^{k_{r}}}
=$\zeta$_{A}(k_{1}, \ldots, k_{r})
となり,金子‐Zagier の有限多重ゼータ値が得られる.
(ii) 次に2色根付き木 X=(T, \mathrm{r}\mathrm{t}_{T}, V_{\bullet}) 及びその上の指数 k を以下のようにとる.
\mathrm{r}\mathrm{t} $\tau$=v_{r+1} としki \geq 1(1\leq i\leq r) と仮定する.このとき L_{e_{i}}(\mathrm{r}\mathrm{t}_{T} , (mv) )=m_{i}(1\leq i\leq r) ,
L_{e_{r+1}} (\mathrm{r}\mathrm{t}_{T} , (mv) )=m_{1}+\cdots+m_{r} であるから,
$\zeta$_{A}(X, k)=.\displaystyle \sum_{\dotplus m1\dotplus_{m_{r+1}=p}^{m_{r+1}\geq 1}}m_{1}^{-k_{1}}\cdots m_{r}^{-k_{r}}(m_{1}+\cdots+m_{r})^{-k_{r+1}}m_{1}.\cdot..





命題2.4. X=(T, \mathrm{r}\mathrm{t}_{T}, V_{\bullet}) を2色根付き木, k を X上の指数とする.端点の1つが V_{\mathrm{o}} の元で勇って k
による値が 0 となる辺 e\in E が存在すると仮定する. T:=T/e=(V, E) を e を縮約してから得ら
れる木, \overline{V}_{\bullet}, \overline{\mathrm{r}\mathrm{t}_{T}}\in\overline{V}_{\bullet} をそれぞれ \overline{T} における琉と \mathrm{r}\mathrm{t}_{\mathrm{T}} の像とし, \mathrm{r}\mathrm{t}_{\overline{T}}:=\overline{\mathrm{r}\mathrm{t}_{T}} とおく.これらの状況を
図示すると以下のようになる.
ここで \times は。か・のどちらでも良い.いま \overline{k}:\overline{E}\rightarrow \mathbb{Z}_{\geq 0} を, e'\in E の \overline{T} での像 \overline{e'}\in 万に対し,




命題2.5. X=(T, \mathrm{r}\mathrm{t}_{T}, V.) を2色根付き木, k を X 上の指数とする.次数が2である v\in V_{\mathrm{o}} を共通
の端点に持つ2つ辺 e, e'\in E が存在すると仮定する. e を縮約して得られる木 \overline{T}:=T/e'=(\overline{V}, \overline{E})
を考える. \overline{e}\in\overline{E} 及び \overline{V}_{\bullet} をそれぞれ e及び砿の \overline{T} での像とし, \overline{\mathrm{r}\mathrm{t}_{T}}\in\overline{V}_{\bullet} を \mathrm{r}\mathrm{t}_{\mathrm{T}} の \overline{T} での像とする.
\mathrm{r}\mathrm{t}_{\overline{T}}:=\overline{\mathrm{r}\mathrm{t}_{T}} とおき, \overline{k}:\overline{E}\rightarrow \mathbb{Z}\geq 0 を, f\in E の \overline{T} での像 \overline{f}\in 万に対し
\overline{k}(\overline{f}):=\left\{\begin{array}{ll}
k(e)+k(e') & \overline{f}=\overline{e} \text{の} \mathrm{F}\\








命題2.6. 木 T=(VE) 及びその頂点 v', v''\in V と V の部分集合罵に対し,2つの2色根付き木
X'=(T, v', V_{\bullet}) , X''=(T, v'', V_{\bullet}) を考える. k をX及び X上の指数とするとき,
$\zeta$_{A}(X', k)=(-1)^{k(P(v',v''))}$\zeta$_{A}(X'', k)
が成り立つ.ここで k(P(v', v''));=\displaystyle \sum_{e\in P(v',v'')}k(e) である.
証明は,辺 e が v' と v'' を結ぶ道 P(v', v'') に含まれる場合に
V_{\bullet}=\{v\in V_{\bullet}|e\in P(v', v)\}\sqcup\{v\in V. |.e\in P(v, v)\}
となり, e が P(v', v'') に含まれない場合に
\{v\in V_{\bullet}|e\in P(v', v)\}=\{v\in V_{\bullet}|e\in P(v'', v)\}
となることから従う.
例2.7. 例2.3 (ii) で扱った2色根付き木 X' 及びその上の指数 k を考える.このとき $\zeta$_{A}(X', k) は有
限Mordell‐Tornheim 多重ゼータ値 $\zeta$_{A}^{MT}(k_{1}, \ldots, k_{r};k_{r+1}) に一致するのであった. X''=(T, v_{1}, k) を
v1を根に持つ2色根付き木とする.すると命題2.6から
$\zeta$_{A}^{MT}(k_{1}, \ldots, k_{r};k_{r+1})=$\zeta$_{A}(X', k)=(-1)^{k(P(v))}v_{r+1},1$\zeta$_{A}(X'', k)
=(-1)^{k_{1}+k_{r+1}}$\zeta$_{A}^{MT}(k_{r+1}, k_{2}, \ldots, k_{r};k_{1}) ,








定義3.1 (本質的に正). 2色根付き木 X=(T, \mathrm{r}\mathrm{t}_{T}, V.) 上の指数k が本質的に正であるとは,任意の
v,  v'\in 耽に対し  k(P(v, v')) が正であることを言う.
主定理は以下の通りである.
定理3.2 (主定理). X を2色根付き木, k を X 上の本質的に正な指数とする.このとき X に付随す
る有限多重ゼータ値 $\zeta$_{A}(X, k) は金子‐Zagierの有限多重ゼータ値の \mathbb{Z} 上の線型結合で明示的に記述さ
れる.
定義3.3. X=(T, \mathrm{r}\mathrm{t}_{T}, V_{\bullet}) を2色根付き木, k を X 上の指数とする.以下の性質を満たすとき,組
(X,紛は収穫可能であるという.
(H1): 根 \mathrm{r}\mathrm{t}_{\mathrm{T}} は Tの端点である.特に, \mathrm{r}\mathrm{t}_{\mathrm{T}} は死の元である.
(H2): V_{\bullet} の元の次数は常に2以下であり,砿の元の次数は常に3以上である.
(H3): 辺 e が分岐点 v\in V_{\mathrm{o}} に接続しており, e のもう一方の端点 v' が琉の元であってかつ v'
より v の方が根 \mathrm{r}\mathrm{t}_{\mathrm{T}} の近くにあるならば, k(e) は正である.ここで分岐点とほ次数が3以上の
頂点のことである.
命題2.4, 命題2.5及び命題2.6を用いることで,2色根付き木 X とその上の本質的に正である指
数 k の組 (X, k) から,付随する有限多重ゼータ値が符号のズレを除いて一致するような収穫可能な組
(Xh, k_{\mathrm{h}} ) を構成することができ\acute{} る.より正確に,以下が成り立つ.
命題3.4. X=(T, \mathrm{r}\mathrm{t}_{T}, V_{\bullet}) を2色根付き木, k を X上の本質的に正な指数とする.このとき,2色根付
き木 Xh とその上の指数 k_{\mathrm{h}} で以下を満たすものが存在する.
(i) 組( X_{\mathrm{h}} , kh) は収穫可能であり,極は X_{\mathrm{h}} 上の本質的に正な指数である.
(ii) $\zeta$_{A}(X, k)=(-1)^{k_{\mathrm{h}}(P(\overline{\mathrm{r}\mathrm{t}_{\mathrm{T}}},\mathrm{r}\mathrm{t}_{\mathrm{T}_{\mathrm{h}}}))}$\zeta$_{A} ( X_{\mathrm{h}} ,砺) が成り立つ.ここで \overline{\mathrm{r}\mathrm{t} $\tau$}\in V(X_{\mathrm{h}}) は \mathrm{r}\mathrm{t} $\tau$ のXh での
像である.
定義3.5. 2色根付き木  X とその上の本質的に正な指数 k に対し,命題3.4を満たす収穫可能な組
( X_{\mathrm{h}} , kh) を(X, k) の収穫可能形式と呼ぶ.
命題3.4により,主定理は (X, k) が収穫可能な場合に帰着される.収穫可能な組 (X, k) に対しては,
以下で述べるように X の形状によ つ\mathfrak{l} てHoffman代数 \mathfrak{H}^{1} の元を用いて $\zeta$_{A}(X, k) が具体的にわかる.こ
こで正確な主張を述べるためHofffman代数の言葉 [H2] を導入する. \mathfrak{H}:=\mathbb{Q}\langle x, y) を x, y を変数とす
る \mathbb{Q} 上の非可換多項式環とし, \mathfrak{H}^{1}:=\mathbb{Q}+y\mathfrak{H} とおく. \mathfrak{H}^{1} は \mathbb{Q} 代数として z_{k}:=yx^{k-1}(k=1,2, \ldots)
で生成されることに注意する.写像 Z_{A} : \mathfrak{H}^{1}\rightarrow \mathcal{A} を zk_{1}\ldots z_{k_{r}} の行き先を $\zeta$_{A}(k_{1}, \ldots, k_{r}) とすること
で定義し, \mathbb{Q} 線型にのばす. \mathbb{Q} 線型にのばしたものも Z_{A} で表す.
次にめ上のシャッフル積 \mathrm{m}:\mathfrak{H}\times \mathfrak{H}\rightarrow \mathfrak{H} を以下のルールで定義し, \mathbb{Q} 双線型にのばす.
48
(i) 任意の w\in \mathfrak{H} に対し wm1 =1\mathrm{m}w=w.
(ii) 任意の wl, w2 \in \mathfrak{H} 及び u_{1}, u_{2}\in\{x, y\} に対し (w_{1}u_{1})\mathrm{m}(w_{2}u_{2})=(w_{1}\mathrm{m}w_{2}u_{2})u_{1}+(w_{1}u_{1}\mathrm{m}
w_{2})u_{2}.
主定理は次の命題に帰着される.
命題3.6. X=(T, \mathrm{r}\mathrm{t}_{T}, V_{\bullet}) を2色根付き木, k を X上の本質的に正な指数とし,組(X, 紛が収穫可能
であると仮定する. (X, k) は収穫可能であるので, (X, k) は以下の形に書けることに注意する.
\mathrm{r}\mathrm{t}_{T}v_{f}$\iota$_{:}醇
ここで r, s は正整数, k_{i}:=k(e_{i})(1\leq i\leq r) , lj ;=k(fj)(1\leq j\leq s) , k':=k(e') であり, k_{i},  l\mathrm{j}\geq








であり, wj\in \mathfrak{H}^{1}(1\leq j\leq s) はTj に新たな根吻を新たに付け加えることで得られる以下の2色根付
き木に対応する \mathfrak{H}^{1} の元である.
命題3.6の証明は複雑なので本稿では省略する.詳細は [On, Proposition 3.2] の証明を参照された
い.ここでは以下の組 (X, k) の場合の証明を与える.
(1)
ただし k_{1} , k2, l_{3} \geq 1, l2\geq 2 とする.(X, k) は収穫可能であり k は本質的に正であることに注意する.
S=S(X, k) を根に一番近い V_{\mathrm{o}} の元よりも下に位置する辺の k による値の総和とする.この場合は
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S=k_{1}+k_{2}+t_{2}+1 である.なお V_{\mathrm{o}} が空集合の場合,つまり (X, k) が通常の有限多重ゼータ値を与
える例2.3 (i) の場合は, Z_{A} の定義より
$\zeta$_{A}(X, k)=$\zeta$_{A}(k_{1}, \ldots, k_{r})=Z_{A}(z_{k_{1}}\cdots z_{k_{r}})
とな \grave{}りこの命題が成り立つ.
S(X ,紛に関する帰納法で示す.いま
$\zeta$_{A}(X, k)= \displaystyle \sum_{3,m\mathrm{i}mm,m223}\frac{1}{m_{1}^{k_{1}}m_{2}^{k_{2}}m_{3}(m_{1}+m_{2})^{l_{2}}(m_{1}+m_{2}+m_{3})^{l_{3}}}
である. s=2, X_{1}=m_{3}, X_{2}=m_{1}+m_{2} として次の部分分数分解
(2) \displaystyle \frac{1}{X_{1}\cdots X_{s}}=\frac{1}{X_{1}+\cdots+X_{s}}\sum_{i=1}^{s}\frac{1}{\vee^{s}X_{1}\cdots X}
X_{i} を取り除く
を用いると
(3) $\zeta$_{A}(X, k)=m_{1}+m_{2}\displaystyle \dotplus_{m\leq p-1}m_{1}' m_{2}m\mathrm{s}\geq 1\sum_{3}\frac{1}{m_{1}^{k_{1}}m_{2}^{k_{2}}(m_{1}+m_{2})^{l_{2}}(m_{1}+m_{2}+m_{3})^{l_{3}+1}}
十 \displaystyle \sum \displaystyle \frac{1}{m_{1}^{k_{1}}m_{2}^{k_{2}}(m_{1}+m_{2})^{l_{2}-1}(m_{1}+m_{2}+m_{3})^{l_{3}+1}}m_{1}+m_{2}\dotplus_{m_{3}\leq p-1}m1' m2m3\geq 1
となる.(3) の右辺の第1項,第2項はそれぞれ以下で定義される組 (X, k (X\prime\prime, k'') に付随する有限
多重ゼータ値と一致する.
左が (X\prime, k') であり右が (X\prime\prime, k'') である.(X, k は収穫可能であり k', k'' はどちらも本質的に正で
ある.一方 (X\prime, k') は収穫可能ではない.そこで値が 0 である辺を縮約すると(一方の端点が \circ なので,
これは可能である), これは (X\prime, k') の収穫可能形式 (X_{\mathrm{h}}', k_{\mathrm{h}}') になる.また命題2.4より $\zeta$_{A}(X', k')=
$\zeta$_{A}(X_{\mathrm{h}}', k_{\mathrm{h}}') である.







となり,(1) の場合は証明された.一般の場合も (2) を用いて全く同じ方法で示される.
最後に主定理を用いて有限多重ゼータ値のシャッフル関係式が得られることを説明し,本稿を終える.
系3.7. ([KZ]) 正整数 k_{1} , . . . , k_{r}, l_{1} , . . . , l_{s} 及び \mathfrak{H}^{1} の2つの元 w:=z_{k_{1}}\cdots z_{k_{r}}, w':=z_{l_{1}}\cdots z_{l_{8}} に対し,
Z_{A}(w\mathrm{m}w')=(-1)^{l_{1}+\cdots+1_{s}}Z_{A}(z_{k_{1}}\cdots z_{k_{r}}z_{l_{s}}\cdots z_{l_{1}}) .
が成り立つ.
Proof. 次の2つの2色根付き木 X=(T, v, V) ,X'= (T, ví, V) とそれらの上の指数 k を考える.
v1v_{2}\mathrm{i}k_{1} $\iota$_{1}\mathrm{I}_{v_{1}'}^{v_{2}'} v_{1}v2\mathrm{i}k\mathrm{i} $\iota$_{1}\mathrm{i}_{v_{1}'}^{v_{2}'}
左が (X, k) で右が (X, k) である.このとき命題2.6より
(4) $\zeta$_{A}(X, k)=(-1)^{k(P(v,v_{1}'))}$\zeta$_{A}(X', k)
が成り立つ.主定理 (定理3.2) より,(4) の左辺は Z_{\dot{A}} (wm w') である.一方命題3.6より,(4) の右辺
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